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1 Introduction

La supergravité réunit dans le cadre de la théorie des champs deux idées sur ’espace-
temps parmi les plus fondamentales: la relativité générale d’Einstein [1] et la super-
symétrie [2]. Son ambition est de donner un cadre théorique a la description de I’ensemble
des forces régissant la physique des particules élémentaires, y compris la gravitation.

Aux énergies accessibles a I'expérience, la gravité ne joue aucun role dans les interac-
tions des particules élémentaires. Le modele standard de Glashow, Salam et Weinberg
[3] est en accord remarquable avec ’ensemble des données expérimentales aujourd’hui
disponibles. Le modele standard des interactions fortes, faibles et électromagnétiques est
une théorie de champs quantique; les grandeurs physiques sont calculables (en théorie
des perturbations) pour des énergies en principe arbitraires. Le niveau d’unification des
interactions fortes et électrofaibles y reste cependant relativement faible, et il contient
un nombre élevé de parametres (19) de valeurs théoriquement arbitraires. Le modele
standard n’est cependant pas applicable au-dela du domaine d’énergie dans lequel la
gravitation peut étre négligée. Celle-ci devient quantitativement significative aux envi-
rons de la masse de Planck, Mp ~ 10 GeV, qui est donc le ” cutoff” physique délimitant
le domaine de validité du modele standard.

Au niveau microscopique, la relativité générale peut étre considérée comme une
théorie de la dynamique du graviton et de ses interactions avec les champs des quarks, lep-
tons et champs de jauge du modele standard des interactions fortes, électromagnétiques
et faibles. L’ensemble (modele standard + relativité générale) forme donc la base na-
turelle d’'une description unifiée de toutes les interactions. Il existe cependant une
différence essentielle dans la nature de ces deux composantes: alors que le modele stan-
dard est une théorie quantique, la relativité générale est une théorie classique de champs.
Sa quantification produit une théorie non renormalisable en présence de matiere ou de
rayonnement. L’unification de toutes les forces dans une théorie quantique demande donc
un cadre théorique plus élaboré que I'ensemble (modele standard + relativité générale).

A défaut de preuve expérimentale, deux arguments complémentaires sont souvent
invoqués pour justifier I'introduction de la supersymétrie et de la supergravité dans une
théorie des interactions fondamentales. Tout d’abord, la disparité entre 1’échelle carac-
téristique du modele standard, qui est de I'ordre de la masse des bosons de jauge W¥ et
7, c’est a dire proche de 10? GeV, et ’échelle Mp de la gravitation pose un probléme
théorique sévere. En théorie des champs, une telle hiérarchie M; < Mp est instable
sous les corrections quantiques ou semi-classiques, qui tendent a uniformiser les échelles.
Ce n’est cependant par le cas si I’échelle d’énergie des interactions faibles est protégée
par l'existence d'une supersymétrie. Cet argument est a la base de ’extension mini-
male supersymétrique du modele standard (MSSM= minimal supersymmetric standard
model), qui est I'enjeu d’expériences actuelles et futures. L’ensemble (MSSM + rela-
tivité générale) est alors une théorie de supergravité, c’est a dire une théorie de champ
invariante sous les transformations d’une supersymétrie locale.

D’autre part, les seules théories quantiques de la gravitation aujourd’hui disponibles
sont basées sur les supercordes. Toutes contiennent une supersymétrie. Les constituants
fondamentaux sont des objets unidimensionnels qui remplacent les particules ponctuelles



de la théorie de champs. Comme leur taille est de I'ordre de Mp?, leur comportement
physique ne differe de celui d’une particule que pour des énergies E proches ou supérieures
a Mp. Dans le domaine £ < Mp, une théorie de champs effective permet de décrire
en bonne approximation la physique des constituants fondamentaux légers par rapport
a Mp, de maniere analogue a la théorie de Fermi pour les interactions faibles mettant
en jeu des énergies tres inférieures & la masse du W*. Cette théorie de champs effective
est une supergravité.

La supergravité est donc au centre de notre approche théorique de 'unification de
toutes les forces fondamentales: elle est le point de rencontre de I’approche quantique de
la gravitation et de la recherche d’extensions du modele standard conceptuellement plus
satisfaisantes.

Ces notes n’ont pas I'ambition de couvrir ’ensemble de la construction des théories
de supergravité. Elles visent a introduire les idées et les concepts mis en jeu, ainsi que
certains points techniques propres a la supersymétrie. Un grand nombre d’ouvrages (en
particulier, [4-12]) proposent une discussion compléte de la construction des théories
supersymétriques et de leur role dans la description des interactions fondamentales.

2 Préambule non supersymétrique

Avant d’aborder les aspects particuliers de la supersymétrie et de la supergravité, il est
peut-étre utile de considérer rapidement le couplage du modele standard des interactions
fortes et électrofaibles a la gravitation. Le modele standard est défini par une action

S = /d4:c£ms, (2.1)

avec une densité lagrangienne L,,s qu’il n’est pas nécessaire de préciser ici [3, 13]. Cette
action décrit la dynamique des champs associés aux particules élémentaires du modele
standard: quarks, leptons, v, W=, Z°, gluons, bosons de Higgs. Du point de vue des
symétries d’espace-temps G, , le principe de relativité restreinte exige que ’action et la
densité lagrangienne soient invariantes sous les transformations de coordonnées globales
du groupe de Poincaré. Il n’y a pas de gravitation, la métrique de ’espace-temps est celle
d’un espace minkowskien, g,, = 7, qui ne dépend pas du point = de I'espace-temps.
Les symétries de I'action S sont donc de la forme

Gesp. X Gint. 9

avec un groupe de symétries internes donné par les symétries de jauge du modele stan-
dard, Gine. = SU(3)¢ x SU(2) x U(1)y, auxquelles s’ajoutent des invariances globales
telles que le nombre baryonique ou les nombres leptoniques.

Coupler la théorie (2.1) a la gravitation revient a imposer un principe de jauge supplé-
mentaire qui exige I'invariance sur les transformations locales arbitraires de coordonnées.
Cette condition implique en particulier I'introduction d’une métrique quelconque,

ymz - my (ZL“),



qui décrira le graviton, et de modifier la densité lagrangienne par des termes dépendant
de g, de maniere a assurer l'invariance:

Ems ? Ems,local .

Techniquement, il s’agit de remplacer si nécessaire les dérivées 9, par des dérivées co-
variantes sous les transformations locales de coordonnées, selon une procédure proche de
celle employée lors de la construction de théories de jauge telles que le modele standard.!

La propagation et les interactions du graviton sont déterminées par 1’équation d’Ein-
stein [1]:

1
R, — iguvR = 87GT),, (2.2)

ou R, est le tenseur de Ricci, R = ¢g" R,,, G est la constante de Newton et T}, le
tenseur d’énergie-impulsion. Cette équation peut étre obtenue par un principe d’action
appliqué a

S = / d4l’ L E,
] (2.3)
Lr = \/—_g |:—2/£2R} + L, g = detg#,,.

L’équation (2.2) est alors I’équation d’Euler-Lagrange du graviton g,,. La constante de
couplage gravitationnelle est donnée par

K* = 81G = 8T Mp>.

Sous une variation du tenseur métrique,

1
0oLy = 5\/—9 T"64,.,

qui définit le tenseur d’énergie-impulsion. La densité lagrangienne de la matiere au
niveau microscopique sera celle du modele standard,

EM = *Cms,locala

ou, plus généralement, celle d’'une théorie de champ unifiée des interactions fortes et
électrofaibles.

Au niveau classique, le couplage du modele standard a la gravitation ne présente
donc pas de difficulté. L’action est

S:/d4x

Cependant, alors que I’action (2.1) conduit a une théorie de champs quantique cohérente
et renormalisable, il apparait que la théorie (2.4) n’a pas de sens au niveau quantique et
que le couplage de la matiere a la gravitation selon cette procédure détruit la renorma-
lisabilité.

1
_ﬁ\/__gR + £ms,local . (24)

LQuelques précisions sont données dans la section 3.7.



I1 convient de remarquer que le probleme de l'incohérence quantique de (2.4) n’est
pas lié a l'existence de régions de l'espace-temps a forte courbure. La théorie n’est pas
renormalisable en théorie des perturbations de I'espace de Minkowski, ol on écrit

gul/(x) = Nuv + /ihw/(ﬂf), (25)

et on quantifie le champ h,, (z) dans 'espace plat de géométrie ),,. La quantification
de l'action (2.4) dans une géométrie courbe,

G () = 921/ + Kl (2), gﬂu 7 Naw

par exemple au voisinage d’un trou noir, présente d’importantes difficultés de principe
qui s’ajoutent aux problemes techniques non résolus de la quantification de la gravitation.

Les symétries de l'action (2.4) sont également de la forme G.gp X Gipnt., la symétrie
d’espace-temps étant locale en présence de la gravitation. Les symétries internes et
d’espace-temps commutent; la connaissance des symétries d’espace-temps, qui découle
du principe de relativité générale, ne donne donc pas d’informations sur le contenu en
champs du modele standard et sur les propriétés de transformations ("nombres quan-
tiques”) des particules élémentaires par rapport aux symétries internes. Ceci ne sera
plus le cas pour les théories de supersymétrie et de supergravité.

3 Supersymétrie et supergravité

La supergravité est une théorie classique de champs invariante sous les transformations
de supersymétrie locale. Il s’agit donc d'une théorie de jauge de la supersymétrie. Il est
donc indispensable d’entamer la discussion de leur construction et de leur structure par
une breve introduction a la supersymétrie globale.

3.1 La supersymeétrie

Les théories de champs utilisées dans la description des interactions des particules élémen-
taires sont avant tout caractérisées par leur contenu en symétries, qui se divisent en
symétries de ’espace-temps et symétries internes. Les symétries internes du modele stan-
dard correspondent au groupe de jauge SU(3) x SU(2) x U(1), qui implique I'existence
des bosons de jauge (gluons, W+, Z% et photon) porteurs des interactions. Les symétries
de I'espace-temps suivent du principe de relativité restreinte qui postule I'invariance sous
les transformations globales (continues) du groupe de Poincaré. La supersymétrie est
une extension de ces symétries globales de 1’espace-temps.

Une théorie de champs est définie au moyen d’une action
S = / 'z L.

Le principe de relativité restreinte impose l'invariance de l'action et de la densité la-
grangienne L sous les transformation du groupe de Poincaré, qui contient les transla-
tions d’espace-temps et les transformations de Lorentz. Une transformation de Poincaré
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infinitésimale des coordonnées x* peut s’écrire

ot — o't =t 4 ot (3.1)

avec
dzt = a"' + wx,. (3.2)
Les dix parametres de la transformation sont a*, pour les translations, et w*’ = —w"*,

pour les transformations de Lorentz (propres orthochrones). Cette transformation in-
finitésimale peut également s’écrire sous la forme conventionnelle

1
drt =i(a" P, + iw”pL,,p)x“, (3.3)
les dix opérateurs différentiels
Py = _iaw

(3.4)

L, = i(z,0,—1,0,),

étant les générateurs de ’algebre de Lie du groupe de Poincaré pour les transformations
des coordonnées x# 2. Ces générateurs satisfont les régles de commutation

[PH? PV] = 07
[L;u/» Pp] = _in,uppy + inupPM7 (35)
[Lyws Lpol = =i (MupLve + Mo Lyp — Mo Lup — MpLio)

qui définissent 1’algebre de Lie du groupe de Poincaré. Dans une théorie de champs
relativiste, la densité lagrangienne est une fonctionnelle d’un ensemble de champs ¢(x),
L= L(¢(x),0,¢(x)). L'invariance relativiste exige qu'il existe un ensemble d’opérateurs
P, et L,,, vérifiant (3.5), qui agissent sur les champs ¢ et sur les coordonnées z, et
générent les transformations infinitésimales de Poincaré, ¢(x) — ¢'(2').

En fait, la deuxieme relation (3.5) détermine la transformation de Lorentz infinitési-
male des opérateurs P,

1
0P, = §iwuu[L/w’ P)] = w,P,,

qui est I'équivalent opératoriel de (3.3). Cette relation indique que P, se transforme
comme un vecteur et, en particulier, que P, a ”spin un” ®. La supersymétrie ajoute a
’algebre de Poincaré des transformations générées par des opérateurs de spin 1/2, c’est a
dire des opérateurs @), o = 1, 2, 3, 4, qui forment un spineur de Majorana et qui vérifient

l

[LMV, Qa] - 4 ([7H7 /VV]Q>O[ ) (36)
ou les v* sont des matrices de Dirac vérifiant {v# v"} = 2p*”. D’autre part,
[Py Qo] =0, (3.7)

2Notez que les parametres et les générateurs ont les mémes caractéristiques d’espace-temps: a* et
P*H sont des vecteurs, w”” et L des tenseurs antisymétriques. L'opérateur (a” P, + %w"pLyp) est un
scalaire.

3Cette affirmation n’est pas vraiment correcte, les quatre composantes d’un quadrivecteur combinent
un spin 1 et un spin 0.



alors que
{Qou Qﬁ} = QaQﬂ + QBQa = —Q(VHO)aﬁpm (38)

ou C est la matrice de conjugaison de charge de Dirac. D’apres ces dernieres relations,
la supersymétrie est une superalgebre dont le secteur fermionique comprenant les @),
vérifie des regles d’anticommutation. Une transformation de supersymétrie, générée par
(o, peut donc étre vue comme la "racine carrée” d’une translation, générée par P,.
Un théoreme (de Haag, Lopuszanski et Sohnius) affirme en fait que dans le cadre de la
théorie de champs locale, la supersymétrie est la seule extension de 'algebre de Poincaré
qui ne contienne pas la symétrie conforme.

La groupe de Poincaré agit sur les champs locaux tels que le champ scalaire (z),
le champ vectoriel V() ou le champ spinoriel ¢(x). Dans chaque cas, il existe un en-
semble d’opérateurs P, et L, agissant sur les champs et vérifiant (3.5). Ceci revient a
dire que les champs en question portent une représentation de ’algebre de Poincaré. La
supersymétrie ajoute les générateurs @), de spin 1/2 et il s’agit de déterminer les ensem-
bles de champs porteurs d’une représentation de la supersymétrie. Ces représentations
sont qualifiées de supermultiplets ®. Dans chaque cas, il existera une réalisation des
opérateurs (), et les transformations de supersymétrie seront données par

00 =€Q, (3.9)

le parametre de la transformation e étant un spineur de Majorana, tout comme le généra-
teur Q.

On peut en général montrer que chaque supermultiplet contient le méme nombre de
degrés de liberté bosoniques et fermioniques. L’origine intuitive de cette affirmation est
que la transformation d’un champ de spin s sera de la forme

d(spin s) = €Q(spin s) = (spin s £ ;), (3.10)

puisque @ a spin 1/2. De plus, d’apres (3.7), l'opérateur P2 = P*P, commute avec @y,
ainsi d’ailleurs qu’avec L,, et B,. Il en découle que sa valeur propre m?, qui est le carré
de la masse du champ, est la méme pour tous les champs d’un supermultiplet.

Les supermultiplets sont a la base de la construction des théories de champs super-
symétriques. Ils déterminent en effet le contenu en particules compatible avec 'existence
d’une supersymétrie, et, par la construction de fonctions des champs invariantes sous la
supersymétrie, ils permettent de construire des densités lagrangiennes supersymétriques.
Ce dernier pas utilise les techniques du calcul tensoriel, ou du calcul dans le superespace,
qui seront évoquées plus bas.

3.2 Supermultiplets

Supposons que ® est un ensemble de champs portant une représentation de la super-
symétrie. Ceci signifie qu’il existe une réalisation (linéaire) des supercharges spinorielles
Q) permettant d’écrire les transformations de supersymétrie de ® sous la forme (3.9),
avec un parametre infinitésimal constant e, qui est un spineur de Majorana de com-
posantes €.



Les théories de champs quantiques, du fait des contraintes imposées par la renor-
malisabilité, ne peuvent décrire que des champs de spins 0, 1/2 ou 1. Nous ne nous
intéresserons ici qu’aux supermultiplets se limitant a ces valeurs du spin. Les supermul-
tiplets apparaissant dans les théories de champs supersymétriques seront alors de deux
types. Premierement, le multiplet chiral, qui contient un spineur a deux composantes et
un champ scalaire complexe:

2 (s =0)
(8 (s =1/2)
Dans le cadre de 'extension supersymétrique minimale du modele standard (MSSM =

minimal supersymmetric standard model), les composantes des multiplets chiraux sont
associées aux états suivants:

multiplet chiral : { (3.11)

spins 1/2 spins 0
quarks quarks scalaires, ou squarks
leptons | leptons scalaires, ou sleptons
higgsinos bosons de higgs

Les nouveaux états imposés par la supersymétrie et absents dans le modele standard
sont indiqués en italique.

Le second supermultiplet contient les champs de jauge. Il est qualifié de multiplet
vectoriel ou de multiplet de Yang-Mills. A chaque champ de jauge, de spin 1, est associé
un fermion de Majorana, le ”gaugino” ou fermion de jauge:

vecteur v, (s=1)

gaugino A (s=1/2) (3.12)

multiplet vectoriel : {

Dans le MSSM, les multiplets vectoriels contiennent les états suivants:

spins 1 | spins 1/2
gluons gluinos
W=+, Z9 | wino*, zino

photon photino

Nous verrons plus loin que le passage a la supersymétrie locale implique I'introduction
d’un troisieme supermultiplet, le multiplet de supergravité, ou multiplet de jauge de la
supersymétrie.

La description du MSSM n’entre pas dans le cadre de ces notes [9, 10, 11]. Le fait que
toutes les composantes d’une représentation de la supersymétrie ont la méme masse im-
plique immédiatement que la supersymétrie ne peut étre une symétrie exacte de la nature.
Par exemple, a chaque lepton chargé, la supersymétrie impose 1’existence d’un partenaire
de méme masse, méme charge, mais de spin zéro, une implication évidemment contre-
dite expérimentalement. La construction d’'un modele des interactions fondamentales
impliquant la supersymétrie passe nécessairement par la construction de mécanismes de
brisure de la supersymétrie, un sujet qui sera abordé dans la derniere partie de ces notes.
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La construction explicite la plus simple des multiplets chiraux et vectoriels utilise la
technique des superchamps dans le superespace. Nous allons ici donner une discussion
élémentaire du multiplet chiral. Considérons un champ scalaire complexe z et un spineur
de Majorana 1, de méme masse m. La densité lagrangienne pour des champs libres est

L= (0,21 (0"2) —m?2T2 + ;w(m“au —m)i. (3.13)

Nous cherchons des transformations (3.9) et (3.10) laissant invariante l'action S =
[d*x L. Supposons que

52’ = \/EERIﬁL, 5ZT = \/§€L¢R7 (314)
ol les spineurs de chiralités gauche et droite sont
1 1
Y = 5(1 + )9, VYR = 5(1 —75)9.

La variation de £ sous cette transformation du champ scalaire est
oL = \/§(€L6“¢R) (aMZ) + ﬁ(ERﬁ“@bL)(@MzT) — \/§m2 FL?/JRZ + €R1/JLZT].

Il s’agit ensuite de trouver une transformation de 1) qui compense L a une dérivée totale
0,(...) pres qui ne contribue pas a l'action. Un calcul sans difficulté montre que c’est le
cas des transformations

5wL = —ﬂ[iv“eRauz—i—szeL],

(3.15)
SYr = —V2livterd, 2t + mzeg].

La théorie définie par (3.13) est donc invariante sous les transformations de super-
symétrie (3.14) et (3.15). Les transformations (3.15) ont cependant une particularité:
elles dépendent du parametre m de la densité lagrangienne alors que 1’algebre de super-
symétrie est évidemment indépendante du choix de la dynamique des champs. De plus,
le commutateur de deux transformations de supersymétrie de parametres €; et €5 donne

51,02k = (e )0t + 5170y — )0,
qui ne se réduit a la forme exigée par l'algebre (3.8),
[01, 02]1) = 2(€xv"€1) Pua), P, = —i0,,
que lorsque ¥ est solution de I’équation du mouvement
(iv*0, —m)y =0

qui découle de la lagrangienne (3.13). La réalisation de la supersymétrie (3.14) et (3.15)
n’est donc valable que pour des champs solutions des équations du mouvement (”on-
shell”) alors que I'on cherche a trouver des transformations qui laissent ’action invariante
pour n’importe quels champs apparaissant comme arguments de la fonctionnelle £. Cette
difficulté trouvera sa solution avec I'introduction des champs auxiliaires.



La théorie de champ interactive la plus simple qui soit supersymétrique est le modele
de Wess-Zumino, qui généralise la théorie (3.13). Sa densité lagrangienne dépend de
deux parametres, la masse m de z et ¢, et la constante de couplage A. Elle s’écrit

Lwz = (0,2M)(0"2) — m*2Tz + J¢(in"9, — m)y
_ _ ) (3.16)
—Az2(Vppr) — AT (P phr) — mA(2T22 + 2172) — N2 (212)2

La constante de couplage A apparait dans toutes les interactions (de Yukawa ou purement
scalaires). Par rapport aux transformations (3.14) et (3.15), il est nécessaire de modifier
01y, qui devient

oY, = —V2[iv erduz + (mzt + )\sz)EL], (3.17)

qui est non-linéaire.

3.3 Un point technique: les champs auxiliaires

Reprenons le modele de Wess-Zumino pour un multiplet chiral (z, ), qui est décrit par
la densité lagrangienne (3.16). La théorie de champs (3.16) est en fait équivalente a

Ly = (0,27)(0"2) + Lyt + fTf
— f(mz + A22) — fH(mzt + A21?) (3.18)
—LPpr(m + 20z) — 2 p(m + 2X21).

Nous avons introduit un nouveau champ complexe, f, dont I’équation du mouvement
est entierement algébrique puisque d,f n’apparait pas dans (3.18). Cette équation du
mouvement s’écrit

0= 2’?? = f— (mz" + A2, (3.19)

En substituant sa solution dans (3.18), on retrouve immédiatement (3.16), ce qui prouve
I’équivalence des deux théories.

Quel est I'intérét de cette manipulation? La densité lagrangienne (3.18) est la somme
de trois termes:

Lo = Len + Ly + Ly,

Len. = (0,27)(0"2) + 5070, + f1F,
L, = —-m(fz+ %@RI/JL) —m(fizh + %@LwR%
Ly = —Mf22+ 20p0r) — A(f11 + 210 0n).

On vérifie alors facilement que chacun des trois termes L, , L, et Ly est invariant (a
une dérivée totale pres) sous les transformations de supersymétrie

0z = \/EERwLa
S = —V2(iv"er0,z + fer), (3.21)
5f = V2iety"0br = —V2i0,0 g €.

(3.20)
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Ces transformations sont linéaires, indépendantes des parametres de la densité lagran-
gienne, et elles vérifient ’algebre de supersymétrie (3.8) sans exiger que les champs soient
solutions des équations du mouvement de la théorie (c’est a dire ”off-shell”):

z z
6,8 | v | =2@ )P | v |, P, = —id,. (3.22)
f f

Notez que la substitution de la solution (3.19) dans 07, conduit & la transformation
(3.17), qui est donc la transformation du spineur apres avoir résolu ’équation du champ
auxiliaire.

Les transformations (3.21) définissent la représentation linéaire de la supersymétrie
agissant sur le multiplet chiral de composantes (z,1, f), dont les degrés de liberté
physiques sont un champ scalaire complexe et un fermion de Majorana, puisque f est
auxiliaire.

L’intérét de l'introduction du champ auxiliaire réside dans le fait que les transfor-
mations de supersymétrie des champs (z,v, f) sont connues sans avoir a se référer a
une action prédéterminée. Une action supersymétrique sera construite en combinant
des supermultiplets tels que (z,, f) selon les régles du calcul tensoriel. Par exemple,
les quantités L., L, et L) qui apparaissent dans (3.20) découlent directement de ces
regles.

Pour faire le lien avec la breve discussion du calcul tensoriel qui suit, il est utile de
remarquer que si on introduit le superpotentiel

1 1
w(z) = imz2 + §>‘23’ (3.23)

la densité lagrangienne (3.18) peut également s’écrire sous la forme

£2 = Lcin. + Lun (324)
ol L. est donné dans (3.20) et
d 1 d?
L, = _chZ - §(waL)T;§ + conjugué hermitique. (3.25)

Le superpotentiel est une fonction de z uniquement (et non de zf).

3.4 Calcul tensoriel

Pour donner un exemple de calcul tensoriel, considérons encore le multiplet chiral (2,1, f)
dont les transformations de supersymétrie sont données dans (3.21). Nous allons cons-
truire un multiplet chiral de composantes (Z, ¥, F') dont la premiére composante est une
fonction analytique de z quelconque,

Z = g(2). (3.26)
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Alors, d’apres (3.21),

57 =Y, _ I@ERM
dz dz

Ceci suggere que la deuxieme composante du multiplet est

dg
- @Q/J. (3.27)

Il vient ensuite

dg d*g
Uy = lovr+ ﬁwLéz = f ~feL — V2iy" ER 2(02) + f S Envn)or

= V3 |Fy l P9 G in)| e1 — VinPen(dug),

2dz?

avec 'aide d’un réarrangement de Fierz des spineurs v et €. Par comparaison avec la
transformation de v, (3.21), on en déduit que la composante auxiliaire du multiplet est

1d%g

d _
= dfgf + 5@(1/)1#%)' (3.28)

Sa transformation est

d d
SF — £5f+ I rs- + (waL) L9 Gion)o2

2 d 3

= _\/iia,uﬁRfyMGRu
comme il se doit d’apres (3.21). Ce calcul utilise le fait que

(Yptr)dz = V2(Ppir) (€rtr) = 0.

Nous avons donc construit un multiplet chiral de composantes

_ _dg _dg 1d%g —
(290 v=v . P-re i HGw). G

a partir du multiplet chiral (2,1, f). Le fait que le champ auxiliaire F' se transforme
avec une dérivée totale, 6F = J,(...), indique que la quantité

4 4 4 |dg 1d%g
S, —/dxﬁ /dxF /d f+2d2(waL> (3.30)
est un invariant de supersymétrie. Le champ auxiliaire F', qui est entierement défini par
la fonction ¢(z), peut donc étre directement utilisé comme 1'un des termes d’une densité
lagrangienne. En comparant avec (3.20) et (3.25), on constate que les choix

g(z) = tmz* — F = m[fz+ 3(@ger)],
g(z) = NP — F = Mf22+ M (@per)], (3.31)
g(z) = w(z) — F = @y lduig ),
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conduisent directement a L,,, £y et L, en ajoutant le conjugué hermitique. Cet argu-
ment prouve l'invariance supersymétrique de ces trois quantités, qui sont qualifiées de
densités chirales F'. Si on désigne par ¥ le multiplet chiral (z,1, f), la densité lagran-
gienne £, apparaissant dans (3.30) sera notée

l9(X)]r,

afin de mettre en évidence qu’il s’agit de la composante auxiliaire F' du multiplet chiral
de premiere composante g(z).

Les termes cinétiques L, de (3.20) ne peuvent étre obtenus a partir d’une densité
chirale [...]p. Ils sont en fait donnés par la composante la plus haute d’'un multiplet
vectoriel formé a partir du multiplet chiral ¥ et de son conjugué . L’argument est
similaire au cas chiral discuté ci-dessus. Il s’agit de construire un multiplet vectoriel
dont la composante la plus basse est la fonction réelle

d(z, 1.
On montre alors que ’expression
Jatwes = [dtw {ou (@007 + 11f + §0re0,0)
_i$7u75w[q)zzzTauz - (I)szTzaMZT] + iq)zzszT (@LwR)(aRwL) (332)

+%¢)zzzf (ERwL)fT + %CI)ZZWLZJT (@Ld)R)f} ’

avec la notation

0d 0?®

) b, = —, ce
° 0z =1 92021
est invariante de supersymétrie. On notera cette densité vectorielle

Lp=[®(X)]p.

En choisissant ®(X,Y) = XX, on retrouve les termes cinétiques du modele de Wess-
Zumino (3.20), qui s’écrit donc symboliquement sous la forme

— 1 1
LWZ = [ZZ]D + ([gAZ?’ + §m22]p + hC)

Pour des fonctions @ et g arbitraires, la somme des expressions (3.30) et (3.32) est 'action
du modele ¢ non-linéaire supersymétrique.

3.5 Superespace et superchamps

D’apres l'algebre (3.8), la supersymétrie peut étre vue comme ”la racine carrée d’une
translation”. L’action d’une translation sur les coordonnées d’espace-temps est

ot — ¥ +ia” P, a", P,=—i0,.

Les générateurs de 'algebre de Poincaré dans l'espace-temps peuvent étre représentés
par les opérateurs différentiels (3.4). Ils déterminent en agissant sur un champ p(z) les
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transformations de Poincaré de ce champ. Il est tentant d’étendre l'espace-temps de
maniere a représenter les générateurs de ’algebre de supersymétrie par des opérateurs
différentiels agissant dans ce nouvel espace qualifié de superespace. Une représentation
de la supersymétrie sera alors facilement obtenue au moyen dune fonction dans le su-
perespace. Cette construction est cependant d’intérét technique uniquement. Il n’est
pas question d’associer un concept physique a la notion de superespace.

Sur une fonction scalaire f(x), une translation x* — z# + a* s’écrit

fata) =% (j) fla) = 0 f(a) = P ().

Le parametre de la transformation est un vecteur a*. Pour une transformation de super-
symétrie, le parametre est un spineur de Majorana e. Supposons que P soit une fonction
dans le superespace a définir, de coordonnées X. Une transformation de supersymétrie
agira par

eCP,

ou () est 'opérateur différentiel représentant le générateur de la supersymétrie dans le
superespace. Deux transformations successives amenent a considérer

GEIQGEQQ(D — e{(gl+52)Q+%[EIQ»EZQ}‘F--'}@.

Si les spineurs @), €; et €5 anticommutent,

@Q,6Q] = —€e5{Qa, Qs} = 2617762 P,

en utilisant ’algebre de supersymétrie (3.8) et la condition de Majorana e; = C€;. Donc

€E1Q€E2Q(I) — e{(El+Ez)Q+g17“62PM}(I)
)

puisque [Qq, P,] = 0. Si @) est un opérateur différentiel dans le superespace, c’est encore
le cas de (€1 +€)Q + &Y e P,

Pour réaliser les supercharges @), il est convenable de passer a un formalisme a deux
composantes [4], dans lequel

Q:(??g), e:<22‘), a,q=1,2. (3.33)

P . . , : —a
Pour définir le superespace, on introduit des coordonnées anticommutantes 6, et 6
(variables de Grassmann), de méme nature que le parametre e:

a¢ 7B 78
O.,05 ={0",0"} =1{0,,0 } =0;
0ust) = 07} = 107 st
{0, spineur} = {0, spineur} = 0.
Un point dans le superespace a pour coordonnées

X = (xﬂ7 Qaagd)7
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et un superchamp est une fonction (on un ensemble de fonctions) dans le superespace,
par exemple V' (x,0,0). Les opérateurs différentiels

Qo = —i——+(0"0),0,,
(3.35)

qui satisfont 'algebre de supersymétrie (3.8), agissent sur les superchamps V(x,6,0)
pour générer les transformations de supersymétrie. Pour e infinitésimal,

SV (2,0,0) = [®Qu + Q" V(z,0,0).

A chaque supermultiplet correspond un superchamp. Puisque §%6%67 = 0, le développe-
ment en puissances de 6 d’un superchamp V' (x,6,0) aura un nombre fini de termes. On
I’écrit conventionnellement:

V(z,0,0) = C(z)+ibx(z) — ifx(z) + 00"0v,(x) + £00m(z) — L00m(x)
+i000[\(x) + 10, x(x)o"] — i000[\(z) — Lor0,X ()] (3.36)
-I—%QQ@[D(QU) + %G“GMC(x)].
Pour un superchamp réel, V' = V1 les champs (C,x,m,v,, A, D) correspondent aux
composantes d'un multiplet vectoriel. Les composantes bosoniques C', V,,, m et D com-
prennent huit degrés de liberté; c’est également le cas des composantes fermioniques y
et A\, qui sont des spineurs de Majorana. L’égalité du nombre de bosons et de fermions

est donc immédiatement satisfaite. Nous verrons plus loin que ce superchamp est utilisé
comme multiplet de jauge lors de la construction de théories de jauge supersymétriques.

Le superchamp chiral sera obtenu en imposant une contrainte invariante de super-
symétrie & un superchamp ¢(z,d,0) de la forme (3.36). On observe tout d’abord que
I'opérateur

— 0
Dd = ——a i(@a”)dﬁ > (337)
00 g
vérifie par construction B o
{Do'n Qﬁ} = {Dd7 Qﬁ} = 0.
Il est alors légitime d’imposer la contrainte
DX (z,0,0) =0 (3.38)
a un superchamp quelconque ¥ puisque celle-ci est invariante de supersymétrie:
ﬁd 52 = [EﬁQﬁ + Eﬁaﬁ]ba 2 = 0
La condition (3.38) a pour solution
S(x,0,0) = z(y) +V200(y) — 00 (y) (y" = = — ifo"0)
= z(z) + V200 (x) — 00f(z) (3.39)
—i00"00,2(x) + %99(@2&(:6)0“?) — 1000009, % (x).
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Le superchamp ¥ contient les champs (z, %, f), qui correspondent précisément aux com-
posantes du multiplet chiral construit plus haut. Le conjugué ¥ = Xf satisfait la condi-

tion d’antichiralité 5
00 i(a“?)a(?

D ai =0, D, = 1w
qui est également invariante de supersymétrie.

L’intéret de l'utilisation de superchamps pour la construction de théories super-
symétriques réside dans la simplification du calcul tensoriel. Un superchamp rassemble
les composantes d’un supermultiplet vectoriel ou chiral dans une seule fonction dans le
superespace. N’importe quelle fonction de superchamps aura donc une transformation de
supersymétrie bien déterminée. En effet, toute fonction d’un superchamp est elle-méme
un superchamp. Par exemple, si ¥(z,6,0) est un superchamp chiral (3.39), alors une
fonction g(X) est encore un superchamp chiral puisque

dg
4g(X) = -2 DY = 0.
9(%) dy

-]

La transformation de g(X) est

d d —é
39(5) = 208 = 2 Qa + %)%,

et 'action de la supersymétrie sur g(X) est déterminée. On vérifie facilement que

I'expansion en puissance de 0, 6 de g(X) fait apparaitre les composantes (Z,V, F)
obtenues dans ’expression (3.29).

3.6 Théories de jauge supersymétriques

La construction d’une théorie de jauge supersymétrique est particulierement simple dans
le formalisme des superchamps. Considérons un ensemble de supermultiplets chiraux,
notés collectivement au moyen du superchamp 3, qui satisfait donc la contrainte (3.38).
Ils décrivent des particules de spin 0 et 1/2. La dynamique est décrite par la densité
lagrangienne

Ly = [¢(Z,5)]p + ([9(2)]F + h.c.), (3.40)

ou les deux termes correspondent a la densité chirale (3.30) et a la densité vectorielle
(3.32). Nous désirons rendre cette théorie invariante sous un groupe G de transformations
de jauge. Il est impossible de considérer des transformations de la forme

T — Y=40%

ou A(z) est un élément de l'algebre de Lie de G. Pour que cette transformation soit
compatible avec la supersymétrie, il faudrait que DyY' = 0, ce qui n’est pas le cas
puisque DgA(x) # 0: une fonction A(x) n’est pas un superchamp. Une transformation
de jauge supersymétrique sera donc de la forme

) — Y =ty (3.41)

Y
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ol A est lui-méme un superchamp chiral a valeur dans 'algebre de Lie de G. La trans-
formation du superchamp antichiral sera

Y — Y =% (3.42)

qui vérifie bien DY = 0. Lintroduction des champs de jauge se fait par I'intermédiaire
d’un superchamp vectoriel V' a valeur dans I’algebre de Lie de GG, avec les transformations
de jauge

eV — (eV) = eheVe ™, (3.43)

qui préservent I'’hermiticité V = V1. Les parametres de cette transformation sont les
composantes (zx, s, fa) du superchamp chiral A. Une transformation de jauge usuelle
a pour parametre une seule fonction réelle: la transformation supersymétrique (3.43) est
donc bien plus riche, et il est possible d’utiliser cette richesse pour choisir une forme
du superchamp V' plus simple que (3.36). Puisque les parametres de la transformation
de jauge habituelle correspondent aux fonctions Rezy(z), on peut choisir une jauge
appropriée pour Im z, (z), ¥a(x) et fa(x) sans pour autant fixer 'invariance de jauge.
Par exemple, les composantes (C, x, m, v, A, D) de V' dans (3.43) peuvent étre simplifiée
en demandant
C =0, x =0, m =0,

par un choix de Im zy, ¥, et fa, respectivement. Ce choix correspond a la jauge de Wess-
Zumino, ou le multiplet vectoriel ne contient que les champs de jauge v, les gauginos A
ainsi qu'un champ D qui sera auxiliaire, et donc sans degré de liberté physique. Le super-
multiplet vectoriel (3.12) est donc décrit au moyen d’un superchamp réel, dans la jauge
de Wess-Zumino. Il importe de remarquer que 'invariance de jauge est indispensable a
I'existence de la jauge de Wess-Zumino et donc a la description du multiplet vectoriel
(3.12). Dans une théorie de champ non supersymétrique, c’est la renormalisabilité de
la théorie quantique qui exige qu'un champ vectoriel v, soit associ¢ a une symétrie de
jauge. Dans le cas supersymétrique, la nécessité d'une symétrie de jauge apparait au
niveau de la théorie classique déja, pour décrire le multiplet (champ de jauge-gaugino).

On remarque ensuite que la combinaison
Tr¥e’s
est invariante de jauge. Plus généralement, une fonction réelle
d(Xe¥, %)
sera invariante de jauge. En utilisant la formule de densité (3.32), I'expression
/ d'z [d(ZeV, )b (3.44)
donne une action qui est a la fois supersymétrique et invariante de jauge. Elle ne con-

tient cependant pas de termes de propagation des champs de jauge et des gauginos.
L’introduction de tels termes n’est pas triviale. On doit définir un superchamp chiral

1 _
W, = —ZDDe_VDaeV, D W, =0, (3.45)
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dont la transformation de jauge est
W — W! = e We ™, DaW! = 0. (3.46)
L’expression invariante de jauge et de supersymétrie

1 1 R 1
T THWWalr + he. = = Tr F, F™ + % T2y 9\ + 5 Tr D?,
contient alors les termes cinétiques des champs de jauge et des gauginos ainsi qu’un

terme auxiliaire. Sa généralisation est I’expression

im FOW Wl + he.,

la fonction f devant étre choisie de maniere a assurer I'invariance de jauge.

La densité lagrangienne supersymétrique et invariante de jauge la plus générale cons-
truite a partir d’'un ensemble de multiplets chiraux ¥ et du multiplet de jauge V' est
alors 4

L=[0Ee,2)p+ ([31 Tr f(S)WW, + g(8)]F + h.c.), (3.47)

les fonctions f et g devant étre choisies de maniere a obtenir des expressions invariantes
de jauge. Il est sous-entendu que I’expansion en composantes de cette théorie utilise les
formules de densité (3.30) et (3.32). Le couplage de cette expression a la gravitation
nous conduira a la forme générale de la supergravité couplée a la matiere (les multiplets
chiraux ¥) et & un multiplet de jauge (le superchamp V).

3.7 Supersymétrie locale: la supergravité

Les équations d’Einstein de la gravitation dérivent de I'action

1
S = /d4l' V=g |:_2[§;2R+ £mat. 5 (348)

oll g est le déterminant de la métrique g,, et L4 est la densité lagrangienne de la
matiere. Cette action est invariante sous les transformations locales de coordonnées,
zt — 2'F(z). En fait, cette théorie peut étre vue comme une théorie de jauge, la
symétrie de jauge étant ici les transformations locales de coordonnées. La supersymétrie
fournit une extension des symétries globales de ’espace-temps, du groupe de Poincaré,
dont les représentations rassemblent des particules de spins différents. Puisque ’algebre
(3.8) lie supersymeétrie et translations, la cohabitation de la relativité générale et de la su-
persymétrie exige de considérer également des transformations locales de supersymétrie.
L’extension supersymétrique de 'action

1
—5 / d'z V—gR (3.49)

est la théorie de supergravité pure, alors que celle de 'action (3.48) est la supergravité
couplée a la matiere.

4Cette expression correspond en fait & un groupe de jauge simple; 'extension & un groupe tel que
SU(3) x S(2) x U(1) ne présente pas de difficulté particuliere et ne sera pas utile ici.
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L’analogie avec les théories de jauge est fructueuse. Considérons un champ de spin
1/2 et de masse m, dont la densité lagrangienne libre est

L= E(iyuﬁ“ —m)i.

L possede une symétrie globale continue U (1),
b = 0,

ol le nombre réel g est la charge de ¢ (le générateur de 'algebre de Lie de U(1)) et a le
parametre de la transformation. Passer a la symétrie locale

a — a(z),

exige deux modifications de la densité lagrangienne £. Premierement, la dérivée 0, doit
étre rendue covariante en introduisant le champ de jauge A,(z). La transformation de
jauge de A, est obtenue en postulant que la dérivée covariante

D,p = 0p — iqAp
ait la méme transformation de jauge que le champ 1, c’est a dire
Dyt — (Dytp) = €Dy,
C’est le cas si la transformation du champ de jauge est
A, — A, +0A,, dA, = 0,0(x).

Deuxiemement, il s’agit d’ajouter a la densité lagrangienne un terme invariant de jauge
qui assure la propagation du champ de jauge A,:

_ 1
L = (i, D" —m)p — ZFWFW, (3.50)

ou
F,=0,A,-0,A, (3.51)

est la courbure du champ de jauge (ou potentiel de jauge) A,. L’expression (3.50) est la
densité lagrangienne de I’électrodynamique d'un fermion de charge ¢, A, étant le champ
du photon. Le point central de la procédure est I'introduction d’un champ de jauge dont
les caractéristiques d’espace-temps dépendent de celles du parametre local de la symétrie,
puisqu’il s’agit de compenser des termes proportionnels a la dérivée 0, de celui-ci. Dans
le cas ci-dessus, le parametre est une fonction scalaire a(z), de ”spin zéro”, le champ
de jauge sera donc A,(x), de spin unité. Cette procédure simple et bien connue peut
étre transposée au cas de la supersymétrie, au prix malheureusement d’une complexité
technique bien plus élevée.

La relativité générale et son action (3.48) peut également étre vue comme une théorie
de jauge du groupe de Poincaré [14]. Au point z* de 'espace-temps (courbe, en général),
une transformation de Poincaré aura des parametres w”"(z) pour les transformations de
Lorentz, et a™(z) pour les translations. Les indices m,n sont des indices vectoriels dans
I'espace-temps de Minkowski (plat) tangent au point z, et les générateurs du groupe
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de Poincaré sont L,,, et P,. Les champs de jauge correspondants, introduits pour
compenser des termes avec d,w™" et d,a™ seront la connerion de spin w,™ et le vierbein
e, Laction (3.49), exprimée en fonction de ces champs de jauge, donne des équations du
mouvement algébriques pour la connexion de spin. Celle-ci s’exprime alors en fonction
du vierbein et ne contient pas de degrés de liberté physiques. La théorie (3.49) décrit
donc la dynamique du vierbein, ou du tenseur métrique

v = nmnezlega
qui contient le graviton de spin 2.

Finalement, la transformation de supersymétrie fait intervenir un parametre spinoriel
€. Sion suppose que ce parametre est maintenant local, e(x), la transformation de I'action
fera inévitablement apparaitre des termes J,e(x). Il sera donc nécessaire d’introduire
un champ de jauge de la supersymétrie dont la transformation compensera des termes
proportionnels a d,e. C'est le gravitino 1, (), de spin 3/2 puisque € a spin 1/2.

Pour jouer son role de champ de jauge, le gravitino devra posséder certaines lois
de transformation de supersymétrie. Comme la supersymétrie relie les bosons et les
fermions, le gravitino sera membre d’une représentation de la supersymétrie et il sera
partenaire d'un champ de spin % + % Cependant, I'introduction d’un champ de jauge
de la supersymétrie ne peut se faire sans introduire de champs de jauge pour les trans-
formations du groupe de Poincaré. Cette observation détermine la nature du partenaire
supersymétrique du champ de jauge 1,: puisque les degrés de liberté dynamiques de la
gravitation correspondent au graviton de spin 2 contenu dans le tenseur métrique g,,, il
est clair que le partenaire supersymétrique du gravitino est le graviton. En résumé, les
champs de jauge de la théorie de supergravité seront:

symétrie parametre champ de jauge
translations a vierbein €]
Lorentz W = —w connexion de spin wy"™
supersymeétrie € gravitino 1,

Les degrés de liberté physique de ces champs de jauge sont rassemblés dans le multiplet
de la supergravité pure:

o iti i 2
supergravité pure : Vi graviting (spln 3/2)
G graviton (spin 2)
Nous avons mentionné plus haut que dans la formulation de la gravité qui utilise les
champs de jauge w;™ et €', la connexion de spin est fonction du vierbein. Ceci reste

m
vrai dans le cas de la supergravité pure dont la densité lagrangienne est [15]:

1 1. e m
'ng = _@eR - Z'ZEM ’ wu757quwo7 (6 = det eu =V _g) (352)

Le premier terme est la densité lagrangienne de Einstein-Hilbert (3.49), alors que la
dynamique du gravitino est décrite par la densité lagrangienne de Rarita-Schwinger. La
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dérivée covariante est de la forme

1 1
Du¢u = auwy + §W,Tn0mnwya Omn = Z[7m7 ’Yn] (353)

La construction de la théorie (3.52) est un probleme technique qui ne fait pas intervenir
de concept important. Comme dans le cas de la gravité formulée comme une théorie
de jauge, I’équation du mouvement de la connexion de spin est algébrique et permet de
I’exprimer en fonction du vierbein et du gravitino:

Wypmn = %[efn(aﬂeny — Oyeny) — ewyl(auemv - avemu) - efneﬁ(ﬁyepp - 8;)6;71/)62]

+i’€2 Wﬂm%%’é + @m%%e,’é - @u%z@z)uel;n]'
Comme la connexion de spin contient elle-méme des termes bilinéaires dans le gravitino,
la supergravité pure (3.52) contient des interactions entre gravitons (les mémes que
dans la relativité générale), entre gravitons et gravitinos, ainsi que des interactions de
gravitinos quartiques.

4 Supergravité couplée a la matiere

La théorie de supergravité pure décrit la dynamique du graviton g, et du gravitino ¢, de
spin 3/2 qui joue le role de champ de jauge de la supersymétrie locale. Pour introduire les
interactions des quarks et des leptons, il est nécessaire de coupler ce systeme a des champs
de matiere et de radiation, décrits eux-mémes par des supermultiplets chiraux (spins 1/2
et 0) et de super-Yang-Mills (spins 1 et 1/2). La dynamique de ces champs est décrite
par la théorie de jauge supersymétrique (3.47), exprimée en termes de superchamps, qui
dépend de trois fonctions arbitraires ®, g et f, avant le couplage a la gravité qui rend la
supersymétrie locale.

N’importe quelle théorie de jauge supersymétrique peut étre couplée a la supergravité.
Il n’y a de restriction ni sur le choix du groupe de jauge, ni sur le choix des représentations
des multiplets chiraux. En particulier, coupler I’extension supersymétrique minimale du
modele standard a la supergravité ne présente pas de difficulté. En fait, comme il s’agit
nécessairement d’une théorie classique et que des contraintes quantiques telles que la
renormalisabilité n’existent pas, le choix des interactions admissibles est beaucoup plus
vaste que dans une théorie quantique de champs. Le couplage du modele standard a la
supergravité n’apporte pas de restriction sur le nombre et les valeurs de ses parametres.
La présence du gravitino, comme celle du graviton, est négligeable aux énergies accessi-
bles a I'expérience: toutes ses interactions sont de nature gravitationnelle. Ses implica-
tions phénoménologiques relevent essentiellement du domaine de la cosmologie et de la
physique de I’Univers primordial.

Dans la section 2, nous avons esquissé le principe du couplage du modele standard
(non supersymétrique) a la gravitation. La densité lagrangienne L,,s de la théorie
minkowskienne (2.1) est rendue invariante sous les transformations locales de coor-
données par l'introduction de termes dépendant de g, (en fait, du vierbein €]!). On
ajoute ensuite le terme gravitationnel

1
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pour obtenir I’expression recherchée:

1
L= _@ V _gR + Ems,locala (42)

apparaissant dans (2.4). Dans le cas supersymétrique, la densité lagrangienne minkow-
skienne £,,s est remplacée par 'expression (3.47) de la théorie de jauge supersymétrique,
appliquée par exemple au cas du modele standard. Les formules de densité (3.30) et
(3.32) donnent l'expansion en composantes de cette expression en superchamps. De
méme, 'expression (4.1) de la gravitation d’Einstein est remplacée par la supergravité
pure (3.52). Tout le probleme consiste alors a établir 'analogue de la quantité L, iocal,
c’est a dire a construire les multiplets chiraux et vectoriels de la supersymétrie locale
et a généraliser les formules de densité (3.30) et (3.32) au cas local. Il faut également
construire le multiplet de supergravité dont les degrés de liberté physiques sont le gravi-
ton et le gravitino, mais qui contient aussi des champs auxiliaires dont le choix n’est pas
unique. Dans le choix minimal, (”old minimal supergravity”), ce multiplet est formé des
champs

(g,uw w,ua Aua u)a

le champ vectoriel A, et le scalaire complexe u étant auxiliaires et ne se propageant
pas. Le vecteur A, est en fait un champ de jauge d’'une symétrie reliée a la structure
du superespace et donc de 'algebre de supersymétrie. Nous n’entrerons pas ici dans
les détails de nature essentiellement technique de la construction complexe du couplage
matiere—supergravité. Il existe d’ailleurs différentes approches, telles que le superespace
de Poincaré ou de Kahler, ou la supergravité conforme. Le point important est qu'une
généralisation des notions introduites dans le cas global (supermultiplets, formules de
densité) existe pour la supergravité. Par exemple, la formule de densité chirale (3.30)
pour un multiplet g(X) dont les composantes (Z, ¥, F') sont données dans (3.29) et que
nous avons notée

(D) = F,

dans le cas global, devient
9(2)r = V=9 [F + B+ 2,01, (4.3)

dans le cas local. Cette expression se ramene a F' dans la limite g,, = 7,, (et donc
—g = 1)7 wu = 0.

Par rapport a la théorie de jauge supersymétrique (3.47), qui dépend de trois fonctions
d(XeV, ), g(¥) et f(X), une particularité de la supergravité est qu’elle ne fait intervenir
que deux fonctions, f et la combinaison

G =—3log® + gg', (4.4)

qui est la fonction de Kahler. Ce résultat propre a la théorie locale est une conséquence
de l'invariance de Kahler du couplage a la supergravité, ou de la présence du champ de
jauge auxiliaire A,. Il en résulte quune théorie de supergravité couplée a la matiere est
entierement déterminée par la donnée de deux fonctions, la fonction de Kéahler G(Xe, ¥),
qui est réelle et invariante de jauge, et la fonction analytique f(X) qui détermine les
termes cinétiques des champs de jauge. A part les conditions dues a l'invariance de
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jauge, ces deux fonctions sont arbitraires, puisque la théorie de supergravité qui en
résulte n’est jamais renormalisable.

Nous ne donnerons pas ici 'expression complete de la densité lagrangienne, qui a
été établie par Cremmer, Ferrara, Girardello et Van Proeyen [16] (voir également [4,
17]). Nous nous concentrerons sur les termes utiles a 'étude du mécanisme de brisure
spontanée de la supersymétrie locale, c’est a dire au secteur scalaire de la théorie ainsi
qu’aux couplages du gravitino aux fermions chiraux. Pour rester général, nous allons
considérer un ensemble de multiplets chiraux X¢ de composantes (2%, %7, f*), ainsi qu'un
multiplet de jauge contenant les champs de jauge vy, les gauginos A\* et des champs
auxiliaires D®. L’indice a parcourt les générateurs de ’algebre de Lie du groupe de jauge
G, alors que i se réfere aux composantes d’une représentation quelconque et en général
réductible de cette algebre. Nous allons également utiliser la forme générale des termes
cinétiques du multiplet de Yang-Mills, valable pour un groupe de jauge quelconque. Il
convient alors de remplacer le terme §[Tr f(X)W*W,]r + h.c. de l'expression (3.47) par

i[fab(zi)wwwg]F +h.c., (4.5)

ou W est le superchamp de la courbure du champ de jauge vy, défini par I'équation
(3.45). Tl convient de choisir f,,(X") de maniere & obtenir une expression (4.5) qui soit
invariante sous les transformations de jauge (3.41) et (3.46). Finalement, comme les
champs auxiliaires f* et D® ont des équations du mouvement algébriques, ils peuvent
étre facilement éliminés de la densité lagrangienne et nous n’écrirons que des expressions
obtenues apres cette élimination. Nous prendrons enfin des unités ou k = 1.

Avec ces conventions, les termes bosoniques de la densité lagrangienne sont

¢ Lo, = —3R+G/(Duz)(DM2]) = V(2. 2)) @5)
—LRe fu o, 1 + £ T f, €77 Ft FL,
oll fa est une fonction de 2 seulement et
O Gt i i oot
gi — azzg(zj, Z'y), gz — azlazjg(zk’ z ), ceey (47)

et D,z" est la dérivée covariante de jauge du champ scalaire. La positivité de 1'énergie
cinétique des champs scalaires et de jauge implique la positivité des matrices g;i et Re fup.
Le potentiel des champs scalaires s’écrit

V(/,2h) = 9 [g'G;(g71)] - 3] + ; Re fuy [G:(T%2)'] [G/(T"2)']. (4.8)

Le deuxieme terme est positif ou nul. Il fait intervenir les générateurs 7T* du groupe de
jauge. L’état du vide de la théorie est déterminé a partir des valeurs (z°) des champs
scalaires qui correspondent aux extréma de ce potentiel. Elles vérifient

0
2
D’autre part, si la valeur sur le vide du potentiel, (V) = V((z7), (z;
Lyos. contient les termes gravitationnels

V(7,2 = 0. (4.9)
)), ne s’annule pas,
~e[gR+ (V)]
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et (V) génere une constante cosmologique. Pour obtenir un état du vide minkowskien,
il faut exiger 'annulation de la constante cosmologique,

(V(z,2N) =0. (4.10)

Dans ce cas, (z') doit correspondre & un minimum du potentiel afin de minimiser 1’énergie
et assurer la stabilité du vide. La matrice des deuxiemes dérivées

) "
‘/}’L V’L
Vi Vi' )7
en utilisant une notation analogue a (4.7), doit alors étre positive. Il faut noter que les
deux conditions (4.9) et (4.10), auxquelles s’ajoute la positivité des deuxiemes dérivées,

n’ont de solutions que pour des choix particuliers de la fonction G qui définit la théorie.
Un exemple remarquable pour un unique champ scalaire (et sans groupe de jauge) est

G = —3log(z + 21),

pour lequel

V(z,zT) = ¢Y [gznggzj — 3] =0;
dans ce cas particulier, le potentiel scalaire s’annule pour toutes les valeurs de z et ’état
du vide est infiniment dégénéré avec constante cosmologique nulle. Chaque valeur sur le
vide (z) est une solution des équations de la théorie, qui ne détermine donc pas d’échelle
d’énergie. La généralisation de ce mécanisme est a la base des modeles de supergravités
dits "no-scale” [12] qui apparaissent de manieére naturelle dans la supergravité effective

obtenue dans les théories de supercordes, pour les énergies faibles face a la masse de
Planck.

Finalement, pour discuter de la brisure spontanée de la supersymétrie, il est utile de
connaitre également les termes de la densité lagrangienne bilinéaires dans les fermions
et impliquant le gravitino v,,. Ces termes sont:

e ' Lapap = —%ie_le“"p"@#’yg,’y,ﬁpwa + eg/Q@HJ*“’@DV
— W rt [¢92Gipt, — 1G;(To2) Xy + huc. .

La premiere ligne contient les termes cinétique et de masse du gravitino. Les termes
de mélange qui apparaissent dans la seconde joueront un role dans le mécanisme du
"super-Higgs”.

(4.11)

5 Brisure spontanée de la supersymétrie locale

La supersymétrie, locale ou globale, n’est pas une symétrie exacte de la nature. La
supergravité possede cependant un mécanisme de brisure spontanée de la supersymétrie,
le mécanisme du super-Higgs. On peut le décrire, en procédant par analogie avec la
brisure spontanée de la symétrie de jauge dans une théorie invariante sous le groupe
U(1). Pour un champ scalaire complexe z, la densité lagrangienne est

1
L= FuF" + (D,2)1(D'2) = V(. 2), (5:1)
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avec Fy,, = 0,A, — 0,A, et D,z = 0,z —iA,z. Cette théorie est invariante sous les
transformations de jauge

7z — @y, A, — A, +0,0(x),

pour autant que le potentiel soit lui-méme invariant. Supposons que V(2 2) soit mini-
mum en une valeur constante (z) = v # 0, qui est alors une solution des équations du
mouvement, avec (F),,) = 0. Par invariance de jauge, les valeurs e*(z) sont des solutions
dégénérées quelle que soit la constante « et on peut donc toujours choisir v réel.

L’invariance de jauge est brisée par la valeur moyenne sur le vide v de z. En
développant la théorie autour du champ physique ¢ = z — v, pour lequel (¢) = 0,
on obtient

L = —3F,F" +0*A A" — 20A,0'(Im ¢)
—i—(DngS)T(D“qb) + 2vA* A, (Re o) =V,

ou V est exprimé en fonction de ¢. Le champ Im ¢(z) est le boson de Goldstone de la
symétrie brisée: on vérifie facilement que le potentiel V' ne contient pas de terme quadra-
tique en Im ¢(x). Par contre, (5.2) contient un mélange entre A,, et 9,(Im ¢), qui ne sont
donc pas indépendants. A ce point, il est utile d’introduire une autre représentation du
champ complexe z(x). On peut toujours poser

(5.2)

2(z) = @ o(z) + 0],

ou p(z) et o(x) sont deux champs réels de valeurs moyennes sur le vide nulles. La
transformation de jauge

Ay — A, = A, — Oup, z—— 2 =e"Pr=0+v (5.3)

permet d’éliminer p(z) et donc d’annuler la partie imaginaire de ¢(x). Dans cette jauge
unitaire, la densité lagrangienne (5.2) décrit un champ vectoriel Aj de masse 20?2 en
interaction avec le champ scalaire réel massif o, qui est le boson de Higgs. Lors du
mécanisme de Higgs, le boson de jauge A,, de polarisation transverse, absorbe le boson
de Goldstone Im ¢, de spin zéro.

La brisure spontanée de la symétrie de jauge se manifeste donc par la présence dans
la densité lagrangienne développée autour de I’état du vide (z) d’un terme de couplage
du champ de jauge et du boson de Goldstone, de la forme

—2(2)A,0"(Im ¢).

Ce terme permet d’identifier le boson de Goldstone. De méme, une brisure spontanée de
la supersymétrie locale se manifestera par la présence dans la densité lagrangienne d’un
terme couplant le gravitino 1, qui est le champ de jauge de la supersymétrie, avec un
fermion de Goldstone.

Supposons que 'état du vide (z%) de la théorie de supergravité satisfasse les conditions
(4.9) et (4.10), laquelle assure I’absence de constante cosmologique. Supposons de plus
que

(972G #0 et/ou (Gi(T*2)") # 0, (5.4)
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pour certaines valeurs des indices i et a. A ce stade, le gravitino est un champ de jauge
qui possede deux composantes indépendantes. D’apres (4.11), la densité lagrangienne
contient les contributions quadratiques en 1, suivantes:

—ii€1€ww¢ﬂ5%apwa + gy, P, — {%RM’Y“"%% + h-C~} ; (5.5)
avec
mg2 = <€g/2>7 (5.6)
et
U8 = (PG vl — L(G,(T"2)) X (5.7

L’existence d’'un terme mélangeant 1, et ’y,mG indique que la supersymétrie est brisée
et que % est le fermion de Goldstone, 'analogue du boson de Goldstone de la symétrie
de jauge. On peut d’ailleurs vérifier que la densité lagrangienne ne contient pas de
terme de masse de 1: ceci requiert ’ensemble des termes fermioniques qui n’ont pas
été reproduits ici. Par une redéfinition du gravitino, qui est un choix de jauge de la
supersymétrie locale analogue & (5.3), on peut absorber le fermion de Goldstone ¥%. La
théorie qui en résulte décrit un gravitino de spin 3/2 massif 7%, de masse ms/,. Deux des
quatre composantes du spin 3/2 proviennent du fermion de Goldstone ¢“, absorbé dans
¢, Le mécanisme du super-Higgs génere donc une masse du gravitino et, en général, des
contributions qui détruisent 1’égalité des masses a 'intérieur de chaque supermultiplet.
On montre en général la regle de somme suivante [18]:

3/2
Supertrace M? = Y (=1)*(2J +1)m}

spin J=0
= 2N — 1)m, - 2(RIFF)

en supposant (G;(T%z)%) = 0, ce qui est en général le cas. Dans cette expression, m; est
la masse de chaque état de spin J, la somme parcourt tous les champs, N est le nombre
de multiplets chiraux présents dans le modele. Le dernier terme dépend du choix de la

fonction G: )

R, = LT[log det(GF)] (courbure de Ricci),
0270z] (5.8)

F, = 926G,
Sans brisure de supersymétrie, mg/, = (F;) = 0 et la supertrace s’annule. Cette regle de
somme indique qu’il est en général possible d’obtenir qu’en moyenne les bosons soient
plus lourds que les fermions, une situation qui est indispensable a la construction d’un

modele réaliste: les limites expérimentales sur les masses des partenaires scalaires des
quarks et des leptons semblent 'exiger.

Les expressions précédentes ont été écrites dans les unités k = v/StMp' = 1. En
rétablissant des unités naturelles, il vient

m

ms3jo =

Il est donc possible, en choisissant astucieusement G, d’obtenir ms, < Mp, voire
mgjp ~ My, ce qui assimilerait directement I’échelle de brisure de la supersymétrie
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avec 1’échelle des interactions électrofaibles. Cette derniere relation ne s’avere cependant
pas indispensable pour obtenir un modele satisfaisant.

5.1 Limite de basse énergie: brisure ”soft”

La théorie de supergravité possede une échelle d’énergie fondamentale, la masse de Planck
Mp ~ 10 GeV, qui détermine la constante de couplage gravitationnelle. En couplant
la supergravité a la matiere, 'apparition d’un potentiel scalaire permet en général de
produire d’autres échelles par I'intermédiaire de valeurs moyennes dans le vide (z%) # 0.
Si de plus ces valeurs moyennes brisent la supersymétrie sans introduire de constante
cosmologique, le gravitino acquiert une masse ms/; par le mécanisme du super-Higgs. Le
cas intéressant pour la construction de modeles unifiés des interactions fondamentales
est celui ol la supersymétrie est brisée dans un domaine d’énergie faible face a Mp:

mg/g < Mp.

Dans ce domaine d’énergie, il est légitime de développer la théorie en puissances de
1/Mp, les termes d’ordres élevés donnant des contributions négligeables aux processus
physiques dont I’énergie caractéristique E est faible face a Mp. La limite de basse énergie
consiste a prendre

Mp — oo, mgye fixé, (5.9)

dans la théorie de supergravité. Dans cette limite, la gravitation est découplée des
autres interactions (le terme d’Einstein disparait). La théorie de champs qui en découle,
qui correspond au terme d’ordre (1/Mp)°, a été construite en général [19, 20, 9]. Elle
ne contient que des termes d’interactions renormalisables. De plus, elle possede une
supersymétrie globale brisée par des termes qui sont tous controlés par mss, et qui
s’annulent évidemment lorsque msz/, — 0, qui restaure la supersymétrie. La densité
lagrangienne de la théorie effective, obtenue dans la limite (5.9), est de la forme

ﬁeff. = Esusy + £soft7

ol Lgysy est supersymétrique [c’est a dire de la forme (3.47)] et Ly,p contient les termes
de brisure qui dépendent de m3/s.

La densité lagrangienne L.;s. possede des propriétés quantiques remarquables. Elle
est renormalisable, méme si elle n’a de sens physique que pour les énergies faibles face
a Mp. Le calcul des corrections quantiques utilise donc les techniques perturbatives
habituelles de la théorie quantique des champs. Le point essentiel est que la théorie
effective est libre de toute divergence quadratique. Ceci implique que tous les parametres
et échelles d’énergies (y compris les masses des champs scalaires) ne regoivent que des
corrections logarithmiques, du type

P(E) = Clog (E) P(Ey), (5.10)
Eqy

ou P(F) est n'importe quel parametre physique évalué a I'énergie E et C' est un coef-

ficient dépendant des constantes de couplage présentes dans la théorie. L’absence de

divergences quadratiques est automatique dans une théorie supersymétrique renormali-

sable (c’est I'un des ”théoremes de non-renormalisation” de la supersymétrie [4-6]). Elle
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implique cependant des conditions sur les termes de brisure L.z, qui sont ici remplies.
On dira que L4, ne contient que des termes de brisure soft de la supersymétrie.

Physiquement, I'absence de divergence quadratique assure la stabilité quantique des
échelles d’énergie. Supposons qu’au niveau classique, on a obtenu une échelle induite
par une valeur moyenne sur le vide M;,; qui soit proche de 1’échelle électrofaible:
Ming. ~ My < Mp. En général, on s’attend a ce que M;,q recoive des corrections
perturbatives de la théorie de champs proportionnelles & Mp, la constante de propor-
tionnalité C étant d’ordre 1072, C’est le cas si I’échelle M;,,4 se rapporte a la masse ol
a la valeur moyenne sur le vide d’un champ scalaire. Le rapport M;,q,. /Mp qui est petit
a l'ordre classique sera donc d’ordre C' au niveau quantique: la théorie de champs lutte
contre les hiérarchies d’énergies en déstabilisant les petites échelles. Dans le modele stan-
dard, ce probleme de stabilité s’applique directement a la masse du Higgs m g, qui ne peut
étre tres différente de M, < Mp. Par contre, si la théorie est libre de divergence quadra-
tique, les corrections quantiques a M;,4. seront au plus d’ordre C'M;,q log(M;nq. /Mp),
qui n’excede pas M;,q lui-méme: ’absence de divergence quadratique permet d’obtenir
des hiérarchies d’énergies. En particulier, ce mécanisme permet de justifier technique-
ment la petitesse de My par rapport a Mp dans le modele standard supersymétrique ou
couplé & la supergravité, bien qu’il n’apporte pas de compréhension du rapport My /Mp.

Dans le cas de 'extension supersymétrique minimale du modele standard couplée a
la supergravité, les termes de brisure ”soft” s’écrivent, en général [19, 9, 10]:

Esoft = %ZMXG)\CL + ng/Z iji

+Amz oA\ HQU® + \gHQD® + \.HLE] + h.c. (5.11)
+BmsopHH + h.c.

Les gauginos A* (gluinos, photinos, winos, zino) regoivent une masse universelle M qui
est de l'ordre de mg/: M ~ mgz/,. De méme, tous les scalaires 2" (quarks et leptons
scalaires, doublets de Higgs H et H) recoivent une masse égale a ms/,. La deuxieme ligne
contient des interactions scalaires trilinéaires. Les quantités H, H,Q,U¢, D¢, L, E° sont
les champs scalaires des deux doublets de Higgs, et des partenaires supersymétriques
(squarks et sleptons) des doublets de quarks, antiquarks de charge —2/3, antiquarks de
charge +1/3, doublets de leptons, antileptons de charge 1, respectivement. Une somme
sur les trois générations de quarks et leptons est sous-entendue. Ces interactions sont
controlées par les couplages de Yukawa A,, Ay, A\c du modele standard, et par le nombre
A. Finalement, la derniére ligne de (5.11) contient un terme de masse pour les doublets
de Higgs, controlé par le nombre B. Comme Ay, Ag, Ac, ot sont des parametres de Ly,
la brisure de supersymétrie introduit en général quatre nouvelles quantités,

m3/27M7A7B7

dont les valeurs dépendent du modele de supergravité, c’est a dire du choix des fonc-
tions G et fq. Toutes les grandeurs physiques (masses, interactions) dépendront de ces
quantités ainsi que des parametres usuels du modele standard. L’expression (5.11) n’est
en fait pas la plus générale qui soit compatible avec la limite de basse énergie d'une
supergravité couplée au modele standard supersymétrique. Elle s’applique cependant
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aux modeles étudiés généralement, tels que ceux obtenus en supposant que la théorie
quantique sous-jacente, au-dela de la masse de Planck est une supercorde.

C’est I'apparition dans L, de quatre parametres seulement qui fait la force et
I'intérét de I'hypothese de la supergravité. L’absence de divergence quadratique, par
exemple, est une condition beaucoup plus faible qui laisse en particulier une complete
liberté pour les masses des gauginos, des squarks et des sleptons. Supposer que la brisure
de la supersymétrie, qui est indispensable dans un modele réaliste, trouve son origine
dans le mécanisme du super-Higgs de la supergravité réduit fortement le nombre de
parametres a basse énergie et renforce donc la prédictivité du modele. Cette hypothese
est tres généralement sous-entendue dans les analyses phénoménologiques du modele
standard supersymétrique.

Finalement, il faut noter que lexpression (5.11) et les relations entre parametres
qui en découlent sont valables pour des énergies proches de Mp. Elles subissent une
renormalisation logarithmique de la forme (5.10) lorsqu’il s’agit d’évaluer des grandeurs
physiques a basse énergie. Cette renormalisation sera quantitativement différente selon
les grandeurs envisagées. Les masses des partenaires supersymétriques des particules du
modele standard seront en grande partie déterminées par ces corrections logarithmiques.
Elles dépendront de maniere complexe de I'ensemble des parameétres du modele (de la
masse du quark ¢ en particulier).
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